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RESUMEN:
El espectro primo de un anillo conmutativo es el conjunto de sus ideales primos dotado
con la topolog´ıa de Zariski. Este espacio topolo´gico siempre es sobrio y coherente y si
el anillo tiene unidad es tambie´n compacto. Un teorema de Hoschter establece que todo
espacio topolo´gico sobrio, coherente y compacto es homeomorfo al espectro primo de
un anillo conmutativo con unidad. Es por esto que este tipo de espacios se denominan
espacios espectrales. Si el espacio es sobrio y coherente es llamado up-espectral. Un
espacio es A- espectral si su compactacio´n de Alexandroff es espectral.
En la primera parte del trabajo se estudian los espacios A-espectrales con base en su
caracterizacio´n topolo´gica y se establece que la clase de estos espacios es cerrada para
sumas finitas. Tambie´n se muestra que no todo espacio up-espectral es A-espectral.
En la segunda parte del trabajo se estable que el contexto de los espacios de Stone, es
decir los espectros primos de ret´ıculos distributivos, la nocio´n de sobriedad es dual de
la nocio´n de compacidad.
ABSTRACT:
The prime spectrum of a commutative ring is the set of its prime ideals endowed whit the
Zariski topology. This topological space is always sober and coherent and if the ring has
a unity element it is also a compact space. A theorem of Hoschter says that every saber,
coherent and compact topological space is homeomorphic to the prime spectrum of some
commutative ring whit unity element, so these spaces are called spectral spaces. If the
space is sober and coherent is called up-spectral. A space is A-spectral if its Alexandroff
compactification is a spectral space.
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In the first part of this work we study the A-spectral spaces based on its topological
characterization and we show that the class of these spaces is closed under finite sums.
It is also shown that there is an up-spectral space which is not an A-spectral one.
In the second part, we establish that in the context of in Stone space, that is the prime
spectrum of distributive lattices , the notion of soberness is dual of the notion of com-
pactness.
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ilustraciones, mapas, planos, croquis y obras pla´sticas relativas a la geograf´ıa, a la to-
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Introduccio´n
Este trabajo se enmarca en el contexto de las relaciones entre los espacios topolo´gicos,
los anillos conmutativos y los ret´ıculos distributivos a trave´s de los espectros primos, la
topolog´ıa de Zariski y el orden de especializacio´n.
Dado un anillo conmutativo con unidad A, el conjunto de los ideales primos de A dotado
con la topolog´ıa de Zariski es un espacio topolo´gico con las siguientes propiedades:
i) Es compacto: todo recubrimiento abierto puede reducirse a un sub-recubrimiento
finito.
ii) Es sobrio: todo cerrado irreducible no vac´ıo es la adherencia de un u´nico punto.
iii) Es coherente: tiene una base de abiertos compactos cerrada para intersecciones finitas.
Un famoso resultado de Hochster [15] establece que cualquier espacio topolo´gico con las
propiedades i), ii) y iii) es homeomorfo al espectro primo de algu´n anillo conmutativo
con unidad. Por esta razo´n, este tipo de espacios topolo´gicos se conoce con el nombre de
espacios espectrales.
Una construccio´n ana´loga permite obtener el espectro primo de un ret´ıculo distributivo.
Se puede probar [9] que un espacio topolo´gico es homeomorfo al espectro primo de un
ret´ıculo distributivo si y so´lo si tiene las siguientes propiedades:
(I) Es T0.
(II) Es coherente.
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(III) Si S y T son conjuntos no vac´ıos de abiertos compactos tales que ∩S ⊆ ∪T entonces
existen S1 ⊆ S y T1 ⊆ T, finitos, tales que ∩S1 ⊆ ∪T1.
Este tipo de espacios topolo´gicos se conoce en algunos contextos como espacios de Stone
[9] en honor al famoso matema´tico norteamericano Marshall Stone (es de anotar que
esta terminolog´ıa no es uniforme en la literatura, ver por ejemplo [17]).
Es fa´cil verificar que todo espacio espectral es un espacio de Stone y que un espacio de
Stone es espectral si y so´lo si es compacto y satisface adema´s
(IV) φ es fundamental: Si S es un conjunto no vac´ıo de abiertos compactos tales que
∩S = φ entonces existe S1 ⊆ S , finito, tal que ∩S1 = φ.
En te´rminos de ret´ıculos: el espectro de un ret´ıculo distributivo es un espacio espectral
si y so´lo si el ret´ıculo es acotado (tiene mı´nimo y ma´ximo).
Por otro lado, el espectro primo de un anillo conmutativo con unidad tiene una estructura
natural de orden: la inclusio´n. Al poner en contacto este orden con la topolog´ıa de Zariski
se obtiene:
I ⊆ J ⇔ J ∈ {I}
lo que da origen a la nocio´n de orden de especializacio´n en un espacio topolo´gico T0
arbitrario:
x ≤ y ⇔ y ∈ {x}.
(Es importante sen˜alar que en algunos textos, el orden de especializacio´n es justamente
el orden inverso).
Una pregunta que ha dado origen a muchos trabajos de investigacio´n es la siguiente:
¿Que´ propiedades caracterizan a los conjuntos ordenados que surgen de los espectros
primos de los anillos conmutativos con unidad?
Se han encontrado condiciones necesarias pero hasta donde sabemos no hay caracteri-
zaciones. En el estudio de estas condiciones (ver [10], [11] y [13]) aparecen las nociones
de
· Espacio “up-espectral”: Espacio sobrio y coherente.
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· Espacio “down-espectral”: Espacio compacto y coherente en el que todo cerrado irre-
ducible propio y no vac´ıo es la adherencia de un punto.
· Espacio “A-espectral”: Espacio cuya compactacio´n de Alexandroff es un espacio espec-
tral.
En vista de lo expuesto, es evidente que hay una relacio´n entre la sobriedad de un
espacio de Stone y la propiedad (IV) que no es otra cosa que la existencia de mı´nimo
en el ret´ıculo correspondiente. Esto sugiere que la sobriedad (que es una propiedad
de separacio´n), corresponde a la compacidad de un espacio topolo´gico asociado con el
espacio original. Ma´s precisamente, en el contexto de los espacios de Stone, sobriedad y
compacidad son nociones duales.
* * *
En el primer cap´ıtulo presentamos las nociones preliminares para entender el contenido
del trabajo. En particular recordamos la nocio´n de topolog´ıa de Zariski y las propiedades
ba´sicas del espectro primo de un anillo conmutativo. Tambie´n hacemos un repaso de la
construccio´n de Alexandroff para compactar espacios topolo´gicos adjuntando un punto
y establecemos relaciones entre las propiedades del espacio original y las de su com-
pactacio´n de Alexandroff. A su vez, veremos co´mo se define la suma topolo´gica y co´mo
se construyen los ideales primos en un anillo despue´s de adjuntarle unidad.
En el segundo cap´ıtulo de este trabajo estudiaremos la nocio´n de espacio A-espectral,
reconstruyendo la caracterizacio´n topolo´gica presentada en [11]. Aprovechando resulta-
dos de [14], [24] y [23], mostraremos me´todos de produccio´n de espacios A-espectrales.
En particular demostraremos que la clase de los espacios A-espectrales es cerrada para
sumas finitas. La mayor´ıa de estos espacios resultan ser espacios up-espectrales por lo
que es natural preguntarse si todo espacio up-espectral es un espacio A-espectral. Pre-
sentamos tambie´n aqu´ı un ejemplo, contruido en [13], de un espacio up-espectral que no
es A-espectral.
En el tercer cap´ıtulo se definen los ret´ıculos distributivos y se recuerdan las propiedades
de su espectro. Se estudia tambie´n, la relacio´n que existe entre las propiedades de so-
briedad y compacidad en los espacios de Stone, demostrando en particular que, en este
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contexto, las dos nociones son duales. Ma´s precisamente, aprovechando que la categor´ıa
de los ret´ıculos distributivos es auto-dual, se construye una dualidad de la categor´ıa de
los espacios de Stone en s´ı misma de tal manera que se cumple que un espacio de Stone
es compacto si y so´lo si su dual es sobrio y viceversa.
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Cap´ıtulo 1
Preliminares
En este cap´ıtulo haremos una recopilacio´n de definiciones ba´sicas. Presentaremos la con-
struccio´n del espectro primo de un anillo conmutativo y las propiedades topolo´gicas de
dicho espectro. Tambie´n recordaremos la nocio´n de compactacio´n por un punto, veremos
la construccio´n de Alexandroff y algunas de sus propiedades. En particular, presentare-
mos relaciones entre las propiedades del espacio original y las de su compactacio´n de
Alexandroff. Por u´ltimo, se define la suma topolo´gica y se muestra co´mo se construyen
los ideales primos en un anillo despue´s de adjuntarle unidad.
1.1. Anillos conmutativos e ideales primos
Sea A un anillo conmutativo. Un subconjunto I de A es un ideal si es un subgrupo aditivo
y adema´s es absorbente para la multiplicacio´n.
Si I es un ideal de A decimos que I es propio si I 6= A.
I es primo si I es propio y ab ∈ I implica a ∈ I o´ b ∈ I.
I es maximal si I es propio y no existen ideales propios de A que contengan estrictamente
a I.
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Proposicio´n 1.1. Sea I un ideal de A.
(i) I es primo si y solamente si A/I es un anillo sin divisores de cero.
(ii) Si A tiene elemento unidad entonces, I es maximal si y solamente si A/I es un campo.
(iii) Si A tiene elemento unidad entonces I es maximal implica I es primo.
Consideremos ahora el conjunto I = {I ⊆ A : I es un ideal primo de A}. Para cada a ∈ A
definimos D(a) = {I ∈ I : a /∈ I}.
Proposicio´n 1.2. (i) D(0) = ∅.
(ii) Si A tiene unidad D(1) = I.
(iii) D(ab) = D(a) ∩D(b).
(iv) D(a+ b) ⊆ D(a) ∪D(b).
As´ı, vemos que el conjunto {D(a) : a ∈ A} es una base para una topolog´ıa sobre I. Esta
topolog´ıa se llama la topolog´ıa de Zariski y el espacio topolo´gico correspondiente es el
espectro de A y se notara´ S(A).
1.2. Propiedades topolo´gicas de S(A)
En esta seccio´n enunciaremos las propiedades topolo´gicas del espectro primo de un anillo
conmutativo. Las demostraciones de e´stas, pueden consultarse por ejemplo en [1]. En lo
que sigue A denota un anillo conmutativo.
Proposicio´n 1.3. S(A)es un espacio T0.
Lema 1.1. Sea J un ideal de A y sea M un subconjunto no vac´ıo de A que es cerrado para la
multiplicacio´n. Si J ∩M = ∅ entonces existe un ideal primo P de A tal que J ⊆ P y P ∩M = ∅.
Proposicio´n 1.4. Para todo a ∈ A, D(a) es compacto.
Demostracio´n. Supongamos que D(a) ⊆ ⋃
i
D(ai). Sea J = 〈{bi}i〉 y sea M = {an : n ∈ Z+}. Si
J ∩M = ∅ entonces existe P primo tal que J ⊆ P y P ∩M = ∅. As´ı, P ∈ D(a) pero P /∈ ⋃
i
D(ai), lo
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cual es un absurdo. Concluimos que J ∩M 6= ∅. Por consiguiente existe un entero positivo n tal que
an ∈ J y
an =
m
Σ
l=1
zlbil +
n
Σ
j=1
rjbkj , z1, ...zm ∈ Z, r1, ..., rn ∈ A
D(a) = D(an) = D(
m
Σ
l=1
zlbil +
n
Σ
j=1
rjbkj )
⊆ (
m⋃
l=1
D(zlbil)) ∪ (
n⋃
j=1
D(rjbkj ))
⊆ (
m⋃
l=1
D(zlbil)) ∪ (
n⋃
j=1
D(rj) ∩D(bkj ))
⊆ (
m⋃
l=1
D(bil)) ∪ (
n⋃
j=1
D(bkj )) puesto que D(zlbil) ⊆ D(bil)
As´ı tenemos que D(a) es compacto.
Corolario 1.1. Si A tiene unidad entonces S(A) es compacto.
Basta observar que S(A) = D(1).
Proposicio´n 1.5. Si B ⊆ S(A) entonces B = {I ∈ S(A) : ∩B ⊆ I}.
Dado B ⊆ S(A), la interseccio´n ∩B se llama el nu´cleo de B. As´ı, B viene siendo la
envolvente del nu´cleo de B. Es por esta razo´n que la topolog´ıa de Zariski tambie´n se
conoce como topolog´ıa de la envolvente del nu´cleo (hull-kernel topology).
Corolario 1.2. Para todo I ∈ S(A), {I} = {J ∈ S(A) : I ⊆ J}.
Definicio´n 1.1. Sea X un espacio topolo´gico. Un cerrado F es irreducible si para todo G,H cerrados
de X, F = G ∪H implica F = G o´ F = H. Un abierto U es primo si para todo C,D abiertos de X,
C ∩D ⊆ U implica C ⊆ U o´ D ⊆ U .
La siguiente proposicio´n relaciona las nociones de cerrado irreducible y abierto primo.
Proposicio´n 1.6. F es un cerrado irreducible si y so´lo si F c es un abierto primo.
Definicio´n 1.2. Sea F un cerrado. Diremos que x es un punto gene´rico de F si F = {x}.
Definicio´n 1.3. Un espacio topolo´gico X es sobrio si todo cerrado irreducible no vac´ıo tiene un u´nico
punto gene´rico.
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La siguiente proposicio´n justifica el que la sobriedad sea considerada una propiedad de
separacio´n.
Proposicio´n 1.7. a) Si X es sobrio entonces es T0.
b) Si X es T2 entonces X es sobrio.
Proposicio´n 1.8. S(A) es un espacio topolo´gico sobrio.
Demostracio´n. Sea F un cerrado irreducible no vac´ıo. Consideremos el ideal J = ∩F .
ab ∈ J ⇒ (∀I ∈ F )(ab ∈ I)
⇒ (∀I ∈ F )(a ∈ I o b ∈ I)
⇒ (∀I ∈ F )(I /∈ D(a) o I /∈ D(b))
⇒ F ⊆ D(a)c ∪D(b)c
⇒ D(a) ∩D(b) ⊆ F c
⇒ D(a) ⊆ F c o D(b) ⊆ F c
⇒ F ⊆ D(a)c o F ⊆ D(b)c
⇒ (∀I ∈ F )(I /∈ D(a)) o (∀I ∈ F )(I /∈ D(b))
⇒ a ∈ J o b ∈ J.
As´ı J ∈ S(A). Adema´s, {J} = {I ∈ S(A) : J ⊆ I} = {I ∈ S(A) : ∩F ⊆ I} = F = F .
Definicio´n 1.4. Diremos que un espacio topolo´gico es coherente si tiene una base de abiertos-
compactos que es cerrada para intersecciones finitas.
En virtud de la Proposicio´n 1.2 (iii) se tiene que el espectro de un anillo conmutativo
con unidad es un espacio coherente.
Para resumir, podemos enunciar las propiedades de todos los espectros de los anillos
conmutativos con unidad.
Teorema 1.1. Si A es un anillo conmutativo con unidad entonces S(A) es un espacio compacto,
sobrio y coherente.
Estas tres propiedades caracterizan en realidad a los espacios que son espectros de anillos
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conmutativos con unidad. Este famoso resultado de Hochster [15] justifica la siguiente
definicio´n.
Definicio´n 1.5. Un espacio topolo´gico compacto, sobrio y coherente se denomina un espacio espectral.
A continuacio´n definiremos un anillo de Boole y mostraremos algunas propiedades adi-
cionales de su espectro.
Definicio´n 1.6. Se dice que un anillo B es de Boole si todos sus elementos son idempotentes.
Proposicio´n 1.9. Sea B un anillo de Boole.
1. S(B) es un espacio T2.
2. D(a)c =
⋃
x∈B
D(ax+ x). Es decir D(a) es cerrado para todo a ∈ B.
Demostracio´n. 1. Si I 6= J entonces existen a ∈ I − J y b ∈ J − I. Tenemos que J ∈ D(a),
I ∈ D(b+ ab) y D(a) ∩D(b+ ab) = ∅.
2. Au´n si B no tiene unidad tenemos que a(ax+ x) = 0 para todo x, luego D(a)
⋂
D(ax+ x) = ∅
para todo x. As´ı, D(ax+ x) ⊆ D(a)c para todo x, por lo tanto ⋃
x∈B
D(ax+ x) ⊆ D(a)c.
Por otro lado si J ∈ D(a)c, a ∈ J , as´ı que ax ∈ J para todo x. Si ax+x ∈ J entonces x ∈ J . De
esta manera debe existir un x ∈ B tal que ax + x /∈ J . Por lo tanto J ∈ D(ax + x) para algu´n
x, es decir J ∈ ⋃
x∈B
D(ax+ x).
Por la proposicio´n anterior se tiene que el espectro de un anillo de Boole es un espacio
de Hausdorff, localmente compacto y totalmente disconexo. Adema´s es compacto si y
so´lo si el anillo B tiene unidad.
1.3. Compactacio´n de Alexandroff
En la seccio´n anterior mostramos que el espectro de un anillo conmutativo con unidad es
un espacio espectral. Cuando un anillo A no tiene unidad, su espectro en ocasiones resulta
no compacto. Siguiendo la nomenclatura de [23] llamaremos anillo compacto a un anillo
conmutativo cuyo espectro primo es compacto. Ma´s adelante veremos si al compactar
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por el me´todo de Alexandroff el espectro de un anillo no compacto espec´ıfico, se obtiene
un espacio espectral. En esta seccio´n presentamos la construccio´n de Alexandroff para
compactar espacios topolo´gicos adjuntando un punto y establecemos relaciones entre las
propiedades del espacio original y las de su compactacio´n de Alexandroff.
Definicio´n 1.7. Sea X un espacio topolo´gico. Un espacio topolo´gico compacto Y es una compactacio´n
de X si X es homeomorfo a un subespacio denso de Y . Si Y −X consiste en un u´nico punto, entonces
Y se denomina compactacio´n por un punto de X.
Consideremos el espacio topolo´gico (X, τ) y Xw = X∪{w} una compactacio´n por un punto
de X cuya topolog´ıa es τw = τ ∪ {Xw}. Los cerrados en Xw son Xw y C ∪ {w}, donde C es
cerrado en X. Si C es cerrado en X entonces {C}X
w
= C ∪ {w}.
Proposicio´n 1.10. Si X es sobrio entonces Xw es sobrio.
Demostracio´n. Sea F un cerrado irreducible de Xw, luego F 6= Xw. Por ser F cerrado F = C ∪ {w},
donde C es cerrado en X y supongamos que distinto de vac´ıo. Veamos que C es irreducible en X.
Supongamos que C = C1∪C2 siendo C1 y C2 cerrados en X. C1∪{w} y C2∪{w} son cerrados en Xw.
As´ı, F = (C1 ∪ {w}) ∪ (C2 ∪ {w}) y como F es irreducible, F = C1 ∪ {w} o F = C2 ∪ {w}. Entonces
C = C1 o C = C2. Como X es sobrio existe un u´nico x ∈ X tal que C = {x}X , luego x ∈ C ⊆ F .
As´ı, {x}X
w
⊆ F . Ahora probemos que C ⊆ {x}X
w
. Sean y ∈ C y U ∈ τw tales que y ∈ U . Si U ∈ τ
entonces U ∩ {x} 6= ∅ y si U /∈ τ , U = X ∪ {w}, entonces U ∩ {x} 6= ∅ por lo tanto y ∈ {x}X
w
. Luego
C ⊆ {x}X
w
⊆ F y obtenemos que F = {x}X
w
. Si C = ∅ entonces F = {w} y por ser {w} cerrado se
tiene que {w} = {w} = F .
Sean X un espacio topolo´gico no compacto y w /∈ X. Consideremos a X∗ = X ∪ {w}
un espacio cuyos abiertos son todos los subconjuntos abiertos de X junto con todos
los subconjuntos de la forma U ∪ {w}, donde U es un subconjunto abierto de X con
complemento compacto. Entonces X∗ cumple las siguientes propiedades:
X∗ es compacto.
X es un subespacio denso de X∗.
X es abierto en X∗.
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El espacio X∗ se conoce como la compactacio´n de Alexandroff de X.
Proposicio´n 1.11. (Tomada de [11]) Sean X un espacio topolo´gico no compacto y X∗ la com-
pactacio´n de Alexandroff de X.
(1) X∗ es un espacio T0 si y so´lo si X es un espacio T0.
(2) Los subconjuntos cerrados de X∗ son:
Los C ∪ {w}, donde C es un subconjunto cerrado de X.
Los subconjuntos cerrados compactos de X.
(3) Si C es un subconjunto cerrado no compacto de X entonces la clausura de C en X∗ es C
X∗
=
C ∪ {w}.
(4) Si A es un cerrado irreducible de X∗ entonces A ∩X es un cerrado irreducible de X.
Proposicio´n 1.12. (Tomada de [11]) Sea X un espacio topolo´gico. X∗ es sobrio si y so´lo si X es
sobrio.
1.4. Suma topolo´gica y adjuncio´n de unidad a un anillo con-
mutativo
En esta seccio´n recopilamos una serie de resultados obtenidos en [23], las pruebas de
e´stos pueden consultarsen all´ı.
A continuacio´n definimos la suma topolo´gica y veremos que el espectro del produc-
to cartesiano de un nu´mero finito de anillos conmutativos es homeomorfo a la suma
topolo´gica de sus espectros.
Definicio´n 1.8. Sean X y Y dos espacios topolo´gicos y sea
X
∐
Y = X × {0} ∪ Y × {1}.
Podemos identificar de forma natural a X con X × {0} y a Y con Y × {1}, de modo que ahora
X ∩ Y = ∅. Consideramos a X∐Y con la topolog´ıa para la cual un conjunto A es abierto si y so´lo si
A ∩X es abierto en X y A ∩ Y es abierto en Y . Al espacio resultante se le llama suma topolo´gica de
X y Y .
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Se desprende de forma inmediata de la definicio´n anterior que, considerando a X y a
Y como sub-espacios de X
∐
Y , su topolog´ıa original coincide con la que heredan de la
suma. Tambie´n es claro que X y Y son abiertos disyuntos en X
∐
Y .
Mostraremos ahora co´mo son los ideales primos del producto cartesiano de anillos con-
mutativos.
Sean {Ai}i∈I un familia de anillos conmutativos y A =
∏
i∈I
Ai su producto cartesiano, es
decir el producto cartesiano de los conjuntos Ai con las operaciones definidas componente
a componete. Si Kj es un ideal de Aj, designaremos por K˜j al producto
∏
i∈I
Ki donde Ki = Ai
siempre que i 6= j.
Proposicio´n 1.13. Si Kj es un ideal primo de Aj entonces K˜j es un ideal primo de A.
Proposicio´n 1.14. Sea I finito. Si K es un ideal primo de A entonces existe j ∈ I tal que K = K˜j,
donde Kj es ideal primo de Aj.
Veamos co´mo se relaciona el espectro de A con la suma topolo´gica.
Proposicio´n 1.15. Si I es finito entonces S(A) es homeomorfo a la suma topolo´gica
∐
i∈I
S(Ai).
Cuando A es un anillo conmutativo sin unidad siempre existe una forma de incluirlo en
un anillo con unidad Â. La manera esta´ndar de hacerlo es considerar el conjunto A × Z
dotado con las operaciones
(a,m) + (b, n) = (a+ b,m+ n)
(a,m)(b, n) = (ab+ na+mb,mn).
Si A es un anillo de caracter´ıstica p y se quiere conservar la caracter´ıstica, entonces
en la construccio´n anterior se sustituye Z por Zp. En particular, si A es un anillo de
caracter´ıstica dos entonces Â = A × Z2 es un anillo de caracter´ıstica dos y unidad (0, 1).
En lo que resta de esta seccio´n A sera´ un anillo conmutativo de caracter´ıstica dos.
Proposicio´n 1.16. Si Â0 = A× {0} entonces
1. A es isomorfo a Â0.
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2. Â0 es un ideal maximal de Â y por consiguiente primo (pues Â tiene unidad).
Proposicio´n 1.17. Si J es un ideal primo de A, b /∈ J y existe un a ∈ A\J tal que ab + a ∈ J
entonces para todo x ∈ A se tiene que xb+ x ∈ J.
Antes de ver co´mo son los ideales primos en Â, enunciamos una proposicio´n que sera´ u´til
para esta tarea.
Proposicio´n 1.18. Si I ×{0} no es un ideal primo de Â existe un b /∈ I tal que xb+x ∈ I para todo
x ∈ A.
Todo ideal primo J de Â, diferente de Â0, es de uno de los siguientes tipos:
Tipo 1: J = I × {0} , donde I es un ideal primo de A.
Tipo 2: J = I × {0} ∪ [(b, 1) + I × {0}], donde I es un ideal primo de A tal que I × {0} no es
un ideal primo de Â y b es el elemento mencionado en la Proposicio´n 1.18.
Ejemplo:
Veamos co´mo son los ideales primos de Â = B̂ × C, donde B es un anillo de Boole no
compacto y C es un anillo con unidad de caracter´ıstica dos. Usando la Proposicio´n 1.13
tenemos que los ideales primos de B×C son de la forma I ×C donde I es un ideal primo
de B o B × J donde J es un ideal primo de C.
As´ı, los ideales primos de tipo 1 de Â ser´ıan de la forma I×C×{0} o de la forma B×J×{0}.
Pero I × C × {0} nunca es primo, ya que existen (b, 1, 0), (b, 1, 1) /∈ I × C × {0} donde b /∈ I,
tales que (b, 1, 0)(b, 1, 1) = (0, 0, 0) ∈ I×C×{0}. B×J ×{0} tampoco es primo ya que existen
(0, 1, 1), (0, 1, 0) /∈ B×J×{0} donde (0, 1) /∈ B×J tales que (0, 1, 1)(0, 1, 0) = (0, 0, 0) ∈ B×J×{0}.
Concluimos que los ideales primos de Â diferentes de Â0 son todos de tipo 2 y tienen la
forma I ×C × {0} ∪ [(b, 1, 1) + I ×C × {0}], donde b /∈ I o B × J × {0} ∪ [(0, 1, 1) +B × J × {0}].
As´ı, Â tiene exactamente un ideal ma´s que A.
Concluimos entonces esta seccio´n con el resultado ma´s importante de [23].
Teorema 1.2. Si A es un anillo de caracter´ıstica dos, no compacto, entonces S(Â) es una com-
pactacio´n por un punto de S(A) que no siempre es la compactacio´n de Alexandroff.
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Cap´ıtulo 2
Espacios A-espectrales
En este cap´ıtulo definimos los espacios A-espectrales y enunciamos una condicio´n nece-
saria y suficiente para que un espacio topolo´gico X sea un espacio A-espectral. Mostramos
tambie´n co´mo producir espacios A-espectrales y probamos que la clase de e´stos es cerra-
da para sumas finitas. Finalmente exhibimos un ejemplo de un espacio up-espectral que
no es A-espectral.
2.1. Una caracterizacio´n de los espacios A-espectrales
En esta seccio´n presentamos una caracterizacio´n de los espacios A-espectrales tomada
de [11]. Luego, haremos uso de dicha caracterizacio´n para mostrar que el espectro de un
anillo de Boole sin unidad es un espacio A-espectral, hecho ya probado en [14].
Definicio´n 2.1. Un espacio topolo´gico X es un espacio A-espectral, si la compactacio´n de Alexandroff
de X es un espacio espectral.
Definicio´n 2.2. Sean X un espacio topolo´gico y U un subconjunto de X.
(1) U es IQO, si para todo conjunto abierto compacto O de X, U ∩O es compacto.
(2) U es IQC, si para todo conjunto cerrado compacto C de X, U ∩ C es compacto.
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(3) U es IQOC, si e´ste es IQO e IQC.
(4) Sea P una propiedad. U es co-P si X \ U satisface la propiedad P.
Proposicio´n 2.1. (Tomada de [11]) Sean X un espacio A-espectral y O un subconjunto abierto
compacto de X∗ que contiene a w.
1. X∗ \O es un subconjunto cerrado compacto de X.
2. Para cada subconjunto abierto compacto U de X, O ∩ U es compacto en X.
3. Para cada subconjunto cerrado compacto C de X, O ∩ C es compacto en X.
En la demostracio´n del siguiente teorema tomado de [11], se corrigio´ la prueba de que
cada elemento de B∗ es compacto.
Teorema 2.1. Sea X un espacio topolo´gico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) X es A-espectral.
(2) X tiene las siguientes propiedades:
(i) X tiene una base de subconjuntos abiertos compactos cerrada bajo intersecciones finitas.
(ii) X es sobrio.
(iii) Para cada subconjunto cerrado compacto F de X, existe un subconjunto abierto O co-
compacto e IQOC de X tal que O ⊆ X \ F .
Demostracio´n. (1) ⇒ (2) Sea B∗ una base de subconjuntos abiertos compactos de X∗ cerrada bajo
intersecciones finitas.
(i) Es fa´cil ver que B = {O ∈ B∗ | w /∈ O} es una base de subconjuntos abiertos compactos de X
cerrada bajo intersecciones finitas.
(ii) Se sigue de la Proposicio´n 1.12.
(iii) Sea F un subconjunto cerrado compacto de X. Se tiene que (X\F )∪{w} un subconjunto abierto
de X∗. Por consiguiente existe Ow ∈ B∗ tal que Ow ⊆ (X\F )∪{w} y w ∈ Ow. Sea O = Ow ∩X;
entonces O es un subconjunto abierto de X y O ⊆ (X\F ). As´ı, por la Proposicio´n 2.1 se tiene
que O es IQOC y que X \O es un subconjunto cerrado compacto de X.
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(2)⇒ (1) Sea B una base de subconjuntos abiertos compactos de X, la cual es cerrada bajo intersec-
ciones finitas. Consideremos B∗ = B ∪ {O ∪ {w} : O es un subconjunto abierto co-compacto e IQOC
de X}.
1. Veamos que B∗ es una base de X∗. Sea U un subconjunto abierto de X∗. Consideremos dos
casos:
Caso 1: w /∈ U . En este caso U es un abierto de X, luego existe una coleccio´n {Oi : i ∈ I} de
elementos de B tal que U = ⋃i∈I Oi.
Caso 2: w ∈ U . En este caso, existe un subconjunto cerrado compacto F tal que U = (X \ F ) ∪
{w}. Como B es una base de X, existe una coleccio´n {Oi : i ∈ I} de elementos de B tal que
X \F = ⋃i∈I Oi. Por hipo´tesis existe un subconjunto abierto O co-compacto e IQOC de X tal
que O ⊆ X \F . Luego O ∪{w} ∈ B∗ y por lo tanto U = (⋃i∈I Oi)∪ (O ∪{w}). As´ı se tiene que
B∗ es una base de X∗.
2. Veamos que cada elemento de B∗ es compacto.
Sea O∪{w} ⊆ ⋃i∈I Vi, con Vi abierto ba´sico de X∗. De esta manera Vi es un abierto ba´sico Wj
de X o Vi = Uk ∪ {w} donde Uk es abierto, co-compacto e IQOC en X.
O ∪ {w} ⊆ (
⋃
j∈J
Wj) ∪ (
⋃
k∈K
Uk ∪ {w}).
Entonces
O ⊆ (
⋃
j∈J
Wj) ∪ (
⋃
k∈K
Uk).
Luego, para algu´n k0 ∈ K,
O \ Uk0 ⊆ (
⋃
j∈J
Wj) ∪ (
⋃
k∈K
Uk).
Como O \ Uk0 = O ∩ U ck0 y O es IQOC entonces O ∩ U ck0 es compacto, as´ı,
O \ Uk0 ⊆ (
n1⋃
s=1
Wjs) ∪ (
n2⋃
t=1
Ukt).
Por lo tanto
O ∪ {w} ⊆ (
n1⋃
s=1
Wjs) ∪ (
n2⋃
t=1
Ukt) ∪ (Uk0 ∪ {w})
y O ∪ {w} resulta compacto.
3. Veamos que si V1, V2 ∈ B∗ entonces V1 ∩ V2 es compacto.
a) Supongamos que V1, V2 ∈ B, entonces claramente V1 ∩ V2 es compacto en X∗.
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b) Supongamos que V1 ∈ B y V2 = O∪{w} donde O es un subconjunto abierto de X co-compacto
e IQOC. En este caso, V1 ∩ V2 = V1 ∩O es compacto ya que O es IQO.
c) Supongamos que V1 = O1∪{w} y V2 = O2∪{w}, donde O1, O2 son dos subconjuntos abiertos
de X co-compactos e IQOC.
Sea V1 ∩ V2 ⊆
⋃
i∈I Ui donde Ui ∈ B∗. Como w ∈ V1 ∩ V2, entonces existe un i0 ∈ I tal que
w ∈ Ui0 , siendo Ui0 = Wi0 ∪ {w}, donde Wi0 es un subconjunto abierto de X co-compacto e
IQOC. Veamos que X \Wi0 es un espacio espectral con la topolog´ıa de subespacio heredada de
X. Claramente, (i) implica que X \Wi0 tiene una base de subconjuntos abiertos compactos de X
cerrada para intersecciones finitas. Que X \Wi0 es compacto se da´, ya que Wi0 es co-compacto.
Finalmente X \Wi0 es cerrado y un subconjunto cerrado de un espacio sobrio es sobrio. Con
e´sto, probamos que X \Wi0 es un espacio espectral.
Ahora, como O1 y O2 son IQC entonces V1 ∩ (X \Wi0) = O1 ∩ (X \Wi0) y V2 ∩ (X \Wi0) =
O2 ∩ (X \Wi0) son dos subconjuntos abiertos compactos de X \Wi0 . As´ı,
(V1 ∩ V2) ∩ (X \Wi0) = (V1 ∩ (X \Wi0)) ∩ (V2 ∩ (X \Wi0))
es compacta en X \Wi0 . Luego, existe un subconjunto finito I0 de I tal que
(V1 ∩ V2) ∩ (X \Wi0) ⊆
⋃
i∈I0
(Ui ∩X).
Por lo tanto
V1 ∩ V2 ⊂ Ui0 ∪ (
⋃
i∈I0
Ui).
4. Que X∗ es sobrio se desprende de la Proposicio´n 1.12.
Tenemos entonces la prueba de que X∗ es un espacio espectral.
En [14], se probo´ que, siendo B anillo de Boole sin unidad, S(B)∗ ' S(B̂). E´sto implica
que S(B) es un espacio A-espectral. A continuacio´n usaremos la caracterizacio´n anterior
para llegar al mismo resultado. Para ello, es suficiente probar la siguiente proposicio´n,
ya que S(B) cumple las condiciones (i) y (ii).
Proposicio´n 2.2. Para cada subconjunto cerrado compacto F de S(B), existe un subconjunto abierto
O co-compacto e IQOC de S(B) tal que O ⊆ S(B) \ F .
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Demostracio´n. Sea F un subconjunto cerrado compacto de S(B). Como F es compacto se tiene que
existe a ∈ B tal que F ⊆ D(a), luego D(a)c ⊆ F c. Tenemos entonces que O = D(a)c, es el abierto
co-compacto contenido en el complemento de F . Veamos ahora que O es IQOC. Sea A un subconjunto
abierto compacto de S(B). A = D(b) para algu´n b ∈ B, luego O ∩ A = D(a)c ∩D(b) ⊆ D(b). Como
D(b) es cerrado compacto y D(a)c es cerrado entonces se tiene que la interseccio´n es cerrada; adema´s
esta´ contenida en un compacto y as´ı, O∩A es compacto, por tanto O es IQO. Sea F un subconjunto
cerrado compacto de S(B). Al igual que en el caso anterior tenemos F ∩O es compacto, ya que esta
interseccio´n es cerrada contenida en un compacto. Por lo tanto O es IQC. De esta manera queda
probado que O es IQOC.
2.2. Me´todos de produccio´n de espacios A-espectrales
En esta seccio´n mostramos algunos me´todos para producir espacios A-espectrales. Tam-
bie´n proporcionamos la forma de construir ejemplos donde el espectro de Â coincide con
la compactacio´n de Alexandroff de el espectro de A, siendo A un anillo de caracter´ıstica
dos. Finalmente probamos que la suma topolo´gica finita de espacios A-espectrales es
A-espectral.
Veamos entonces, co´mo producir espacios A-espectrales a partir del homeomorfismo que
existe entre el espectro de un producto cartesiano de anillos conmutativos y la suma
topolo´gica de los espectros de estos anillos.
Teorema 2.2. Sean A un anillo no compacto y C un anillo compacto.
S(A× C)∗ ' S(A)∗∐S(C).
Demostracio´n. Denotamos por P y Q a los ideales primos en A y C respectivamente. Sea
f : S(A× C)→ S(A)
∐
S(C)
P × C 7→ P × {0}
A×Q 7→ Q× {1}.
Veamos que f es un homeomorfismo :
f es biyectiva. Es evidente.
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f es continua:
En S(A)
∐
S(C) se tienen dos tipos de abiertos ba´sicos:
Los abiertos ba´sicos de S(A) : DA(a)× {0} y
Los abiertos ba´sicos de S(C) : DC(c)× {1}.
Veamos que la imagen rec´ıproca de cada uno de estos abiertos ba´sicos en S(A)
∐
S(C) es abierto
en S(A× C).
P × C ∈ f−1(DA(a)× {0})⇔ f(P × C) ∈ DA(a)× {0}
⇔ P × {0} ∈ DA(a)× {0}
⇔ P ∈ DA(a)
⇔ a /∈ P
⇔ (a, 0) /∈ P × C
⇔ P × C ∈ D((a, 0)).
Por lo tanto
f−1(DA(a)× {0}) = D((a, 0)).
A×Q ∈ f−1(DC(c)× {1})⇔ f(A×Q) ∈ DC(c)× {1}
⇔ Q× {1} ∈ DC(c)× {1}
⇔ Q ∈ DC(c)
⇔ c /∈ Q
⇔ (0, c) /∈ A×Q
⇔ A×Q ∈ D((0, c)).
Por lo tanto
f−1(DC(c)× {1}) = D((0, c)).
f es abierta:
Los abiertos ba´sicos en S(A× C) son los D((a, c)) luego:
P × C ∈ D((a, c))⇔ (a, c) /∈ P × C ⇔ a /∈ P ⇔ P ∈ DA(a)
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A×Q ∈ D((a, c))⇔ (a, c) /∈ A×Q⇔ c /∈ Q⇔ Q ∈ DC(c).
f(D(a, c)) = {f(P × C) : P × C ∈ D((a, c))} ∪ {f(A×Q) : A×Q ∈ D((a, c))}
= {f(P × C) : P ∈ DA(a)} ∪ {f(A×Q) : Q ∈ DC(c)}
= {P × {0} : P ∈ DA(a)} ∪ {Q× {1} : Q ∈ DC(c)}
= DA(a)× {0} ∪DC(c)× {1}.
Teniendo probado que f es un homeomorfismo, definiremos la funcio´n,
f∗ : S(A× C)∗ → S(A)∗
∐
S(C)
I 7→ f(I), si I ∈ S(A× C)
w 7→ w
Veamos que f∗ es un homeomorfismo:
f∗ es biyectiva ya que f es biyectiva.
f∗ es continua:
En S(A)∗
∐
S(C) los abiertos ba´sicos son los abiertos ba´sicos de S(A)∗ y los abiertos ba´sicos de
S(C).
Si U es un abierto ba´sico de S(C) entonces (f∗)−1(U) = f−1(U) es abierto en S(A×C) (ya que
f es continua) y por ende es abierto en S(A× C)∗.
Si U es un abierto ba´sico de S(A)∗ que contiene a w, U = V ∪ {w} donde V es un abierto
de complemento compacto en S(A) y (f∗)−1(U) = (f∗)−1(V ∪ {w}) = f−1(V ) ∪ {w}. Como
f es continua se tiene que f−1(V ) es un abierto en S(A × C). Veamos que su complemento es
compacto en S(A × C): f−1(V )c = f−1(V c), tenemos que V c es compacto en S(A)∐S(C) ya
que S(C) es compacto y por tanto f−1(V c) es compacto en S(A×C) pues f−1 es continua. As´ı,
tenemos que el complemento de f−1(V ) es compacto en S(A×C). De esta forma queda probado
que (f∗)−1(U) es abierto en S(A× C)∗. Si U no contiene a w entonces (f∗)−1(U) = f−1(U) es
un abierto en S(A× C) ya que f es continua y por ende es abierto en S(A× C)∗.
f∗ es abierta:
Sea U un abierto en S(A× C)∗. Si U no contiene a w entonces f∗(U) = f(U) es un abierto en
S(A)
∐
S(C) ya que f es abierta y por tanto es abierto en S(A)∗
∐
S(C). Ahora si U contiene a
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w, U = V ∪{w} donde V c es cerrado y compacto en S(A×C), f∗(U) = f(V )∪{w}, y se tiene que
f(V )c es cerrado y compacto en S(A)
∐
S(C) ya que f es abierta y continua y f(V )c = f(V c).
Veamos que f∗(U) ∩ S(A)∗ y f∗(U) ∩ S(C) son abiertos en S(A)∗ y S(C) respectivamente.
f∗(U) ∩ S(C) es abierto en S(C) ya que f∗(U) ∩ S(C) = f(V ) ∩ S(C). f∗(U) ∩ S(A)∗ =
(f(V ) ∩ S(A)) ∪ {w} y f(V ) ∩ S(A) es abierto en S(A). Falta ver que su complemento es
compacto en S(A), pero esto se tiene ya que este complemento es un cerrado contenido en un
compacto, por tanto f∗(U) ∩ S(A)∗ es abierto en S(A)∗. As´ı, podemos concluir que f∗(U) es
abierto en S(A)∗
∐
S(C).
Teorema 2.3. Si S(A) es A-espectral y C es un anillo compacto entonces S(A× C) es A-espectral.
Demostracio´n. Como S(A) es A-espectral S(A)∗ ∼= S(B) donde B es un anillo compacto.
S(A× C)∗ ' (S(A)
∐
S(C))∗
' S(A)∗
∐
S(C)
' S(B)
∐
S(C)
' S(B × C).
Corolario 2.1. Si B es un anillo de Boole no compacto y C es un anillo compacto entonces S(B×C)
es A-espectral.
Demostracio´n. Basta notar que si B es un anillo de Boole no compacto entonces S(B) es A-espectral.
A continuacio´n mostramos co´mo se construyen ejemplos donde S(Â) coincide con la
compactacio´n de Alexandroff de S(A), ya que sabemos por el Teorema 1.2, que este
resultado no siempre se cumple. Demostraremos entonces que cuando B es un anillo
de Boole no compacto y C es un anillo con unidad de caracter´ıstica dos, S(B × C)∗ es
homeomorfo a S(B̂ × C). Para e´sto, es suficiente probar la siguiente proposicio´n, puesto
que del Corolario 2.1 tenemos:
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S(B × C)∗ ' (S(B)
∐
S(C))∗
' S(B)∗
∐
S(C)
' S(B̂)
∐
S(C)
' S(B̂ × C).
Proposicio´n 2.3. Si B es un anillo de Boole no compacto y C es un anillo con unidad de caracter´ıs-
tica dos entonces
S(B)∗
∐
S(C) ' S(B̂ × C).
Demostracio´n. Denotemos por I, J,B a los elementos de S(B)∗
∐
S(C), donde I es un ideal de B y
J es un ideal de C. En el ejemplo de la Seccio´n 1.4 se describieron los ideales primos de B̂ × C. De
acuerdo con lo anterior podemos definir la funcio´n f de la siguiente forma:
f : S(B)∗
∐
S(C)→ S(B̂ × C)
I 7→ (I × C × {0}) ∪ [(b, 1, 1) + (I × C × {0})] donde b /∈ I
J 7→ (B × J × {0}) ∪ [(0, 1, 1) + (B × J × {0})]
B 7→ B × C × {0}.
Veamos que f es un homeomorfismo.
f es una biyeccio´n: es evidente.
f es continua
Los abiertos ba´sicos en S(B̂ × C) son los conjuntos de la forma D(a, c, 0) y los D(a, c, 1). Veamos
si la imagen rec´ıproca de cada uno de ellos es un abierto en S(B)∗
∐
S(C).
K ∈ f−1(D(a, c, 0))⇔ f(K) ∈ D(a, c, 0)
⇔ (a, c, 0) /∈ f(K)
Se tienen tres casos para K:
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• Si K = I entonces,
(a, c, 0) /∈ f(K)⇔ (a, c, 0) /∈ (I × C × {0}) ∪ [(b, 1, 1) + (I × C × {0})]
⇔ (a, c, 0) /∈ I × C × {0}
⇔ a /∈ I
⇔ K ∈ D(a).
• Si K = J entonces,
(a, c, 0) /∈ f(K)⇔ (a, c, 0) /∈ (B × J × {0}) ∪ [(0, 1, 1) + (B × J × {0})]
⇔ (a, c, 0) /∈ B × J × {0}
⇔ c /∈ J
⇔ K ∈ D(c).
• Si K = B entonces (a, c, 0) /∈ B × C × {0} que es contradictorio, por lo tanto B /∈
f−1(D(a, c, 0)).
As´ı
f−1(D(a, c, 0)) = D(a) ∪D(c).
Ahora
K ∈ f−1(D(a, c, 1))⇔ f(K) ∈ D(a, c, 1)
⇔ (a, c, 1) /∈ f(K)
Se tienen tres casos para K:
• Si K = I entonces,
(a, c, 1) /∈ f(K)⇔ (a, c, 1) /∈ (I × C × {0}) ∪ [(b, 1, 1) + (I × C × {0})]
⇔ (a, c, 1) /∈ (b, 1, 1) + (I × C × {0})
⇔ a+ b /∈ I ∧ b /∈ I
⇔ ab+ b /∈ I
⇔ K ∈ D(ab+ b)
⇔ K ∈
⋃
x∈B
D(ax+ x).
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• Si K = J entonces,
(a, c, 1) /∈ f(K)⇔ (a, c, 1) /∈ (B × J × {0}) ∪ [(0, 1, 1) + (B × J × {0})]
⇔ (a, c, 1) /∈ (0, 1, 1) + (B × J × {0})
⇔ c− 1 /∈ J
⇔ K ∈ D(c− 1).
• Si K = B entonces (a, c, 1) /∈ B × C × {0}, luego B ∈ f−1(D(a, c, 1)).
As´ı
f−1(D(a, c, 1)) =
⋃
x∈B
D(ax+ x) ∪D(c− 1) ∪ {B}.
Como f−1(D(a, c, 1)) contiene a B, tenemos que verificar que S(B) \ ⋃
x∈B
D(ax+x) es cerrado y
compacto en S(B). Pero e´sto se tiene, ya que por la Proposicio´n 1.9 2), S(B) \ ⋃
x∈B
D(ax+ x) =
D(a). Por lo tanto f−1(D(a, c, 1)) es abierto en S(B)∗
∐
S(C).
f es abierta:
Los abiertos ba´sicos de S(B)∗
∐
S(C) son los conjuntos de la forma D(a), D(c) y W = U ∪{B}
donde S(B) \ U es cerrado y compacto en S(B).
K ∈ f(D(a))⇔ K = f(I) donde I ∈ D(a)
⇔ K = I × C × {0} ∪ [(b, 1, 1) + I × C × {0}]
⇔ (a, 0, 0) /∈ K
⇔ K ∈ D(a, 0, 0).
K ∈ f(D(c))⇔ K = f(J) donde J ∈ D(c)
⇔ K = B × J × {0} ∪ [(0, 1, 1) +B × J × {0}]
⇔ (0, c, 0) /∈ K
⇔ K ∈ D(0, c, 0).
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Si W = U ∪ {B} entonces veamos que f(W ) = f(U) ∪ (B × C × {0}) es abierto en S(B̂ × C),
es decir B×C ×{0} es punto interior a f(U). Como S(B) \U es compacto en S(B) se cumple :
S(B) \ U ⊆ D(a)
⇒ S(B) \D(a) ⊆ U
⇒
⋃
x∈B
D(ax+ x) ⊆ U
⇒
⋃
x∈B
D(ax+ x, 0, 0) ⊆ f(U).
D(a, 1, 1) es un abierto ba´sico que contiene a B × C × {0}. Probaremos que
D(a, 1, 1) \ {(B × C × {0})} ⊆ f(U).
Sea K 6= B × C × {0} entonces,
K ∈ D(a, 1, 1)⇔ (a, 1, 1) /∈ K
Se tienen dos casos para K.
• K = I × C × {0} ∪ [(b, 1, 1) + I × C × {0}] donde b /∈ I
(a, 1, 1) /∈ K ⇔ (a, 1, 1)− (b, 1, 1) /∈ I × C × {0}
⇒ a+ b /∈ I ∧ b /∈ I
⇒ (a+ b)b /∈ I
⇒ ab+ b /∈ I
⇒ I ∈ D(ab+ b)
⇒ K ∈ D(ab+ b, 0, 0) ⊆
⋃
x∈B
D(ax+ x, 0, 0)
⇒ K ∈ f(U).
• K = B × J × {0} ∪ [(0, 1, 1) +B × J × {0}],
(a, 1, 1) /∈ K ⇔ (a, 1, 1)− (0, 1, 1) /∈ B × J × {0}
⇔ (a, 0, 0) /∈ B × J × {0}
⇔ a /∈ B →←
⇒ K /∈ D(a, 1, 1).
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De esta forma concluimos que D(a, 1, 1) \ {(B × C × {0})} ⊆ f(U).
Por lo tanto B × C × {0} es punto interior a f(U).
As´ı f(W ) = f(U) ∪ (B × C × {0}) es abierto en S(B̂ × C).
Proposicio´n 2.4. Si B es un anillo de Boole no compacto y C es un anillo con unidad de carater´ıstica
dos entonces
S(B × C)∗ ∼= S(B̂ × C).
Veamos que la suma topolo´gica de las compactaciones de Alexandroff de un nu´mero f´ınito
de espacios topolo´gicos resulta ser una compactacio´n por n puntos de la suma topolo´gica
de dichos espacios topolo´gicos.
Proposicio´n 2.5. Sean X1, X2, ..., Xn espacios no compactos y Xi∗ = Xi ∪ {wi} la compactacio´n
de Alexandroff de Xi para cada i ∈ {1, ..., n}. X1∗
∐
...
∐
Xn
∗ es una compactacio´n por n puntos de
X1
∐
...
∐
Xn.
Demostracio´n. Sea i la funcio´n inclusio´n de X1
∐
...
∐
Xn en X1∗
∐
...
∐
Xn
∗. Tenemos que i es un
homeomorfismo sobre la imagen, adema´s X1
∐
...
∐
Xn es denso en X1∗
∐
...
∐
Xn
∗ y X1∗
∐
...
∐
Xn
∗
es un espacio topolo´gico compacto ya que es suma finita de compactos. A su vez se cumple que
| (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗) \ (X1
∐
...
∐
Xn) |= n, por esta razo´n X1∗
∐
...
∐
Xn
∗ es una compactacio´n por
n puntos de X1
∐
...
∐
Xn
En [24] se probo´, que cuando < es la relacio´n de equivalencia que relaciona todos los
puntos wi, (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/< es una compactacio´n por un punto de X1
∐
...
∐
Xn. Nosotros
probamos entonces que (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/< resulta ser la compactacio´n de Alexandroff de
X1
∐
...
∐
Xn.
Proposicio´n 2.6. Si < es la relacio´n de equivalencia que identifica todos los puntos w1, ..., wn de
X1
∗∐ ...∐Xn∗, entonces (X1∗∐ ...∐Xn∗)/< ' (X1∐ ...∐Xn)∗.
Demostracio´n. Sea
f< : (X1
∐
...
∐
Xn)∗ → (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/<
x 7→ {x} si x 6= w
w 7→ w< = {w1, ..., wn}.
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Sea θ la aplicacio´n cano´nica de X1∗
∐
...
∐
Xn
∗ en (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/< que aplica cada elemento
en su clase de equivalencia, tenemos entonces que cada elemento x 6= wi de X1∗
∐
...
∐
Xn
∗ va a e´l
mismo y wi con i ∈ {1, 2, ..., , n} va a w<. La topolog´ıa sobre (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/< es la topolog´ıa
cociente, es decir, U es abierto en (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/< si θ−1(U) es abierto en X1∗
∐
...
∐
Xn
∗. Luego
los abiertos de (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/< son los abiertos ba´sicos de cada Xi y los abiertos de la forma
(U1 ∪ ... ∪ Un) ∪ {w<} donde cada Xi \ Ui es cerrado y compacto en Xi con Ui 6= ∅ para todo
i = {1, 2, ..., n}.
Ahora veamos que f< es un homeomorfismo.
Es claro que f< es biyectiva.
Veamos que f< es continua:
Si U es un abierto ba´sico de Xi entonces f<−1(U) = U es un abierto en (X1
∐
...
∐
Xn)∗. Si
U = (U1 ∪ ... ∪ Un) ∪ {w<}, entonces f<−1(U) = f<−1((U1 ∪ ... ∪ Un) ∪ {w<}) = (U1 ∪ ... ∪
Un) ∪ {w} y U1 ∪ ... ∪ Un es abierto en X1
∐
...
∐
Xn ya que cada Ui es abierto en Xi. Veamos
que (U1 ∪ ... ∪ Un)c es compacto en X1
∐
...
∐
Xn. Como X1, ..., Xn son disyuntos se tiene que
n⋃
i=1
(Xi \ Ui) = (
n⋃
i=1
Xi) \ (
n⋃
i=1
Ui) = (X1
∐
...
∐
Xn) \ (
n⋃
i=1
Ui). Ahora, cada Xi \ Ui es compacto
en Xi, entonces tenemos que (
n⋃
i=1
Ui)c es compacto en X1
∐
...
∐
Xn ya que es unio´n finita de
compactos. As´ı queda probado que f<−1(U) es abierto en (X1
∐
...
∐
Xn)∗.
Veamos que f< es abierta:
Se tiene que los abiertos ba´sicos de (X1
∐
...
∐
Xn)∗ son los abiertos ba´sicos de cada Xi y los
U = V ∪{w} donde V es abierto de complemento compacto en X1
∐
...
∐
Xn. Si U es un abierto
ba´sico de Xi, f<(U) = U es abierto en (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/<. Ahora, si U = V ∪{w} donde V es
abierto de complemento compacto en X1
∐
...
∐
Xn, entonces f<(U) = f<(V ∪{w}) = V ∪{w<}.
Como V es abierto de complemento compacto en X1
∐
...
∐
Xn se tiene que V ∩Xi es un abierto
en Xi distinto de ∅ para todo i ∈ {1, 2, ..., n} y Xi \ (V ∩Xi) es un cerrado en Xi contenido en
un compacto, entonces e´ste es compacto en Xi. Luego f<(U) = V ∪{w<} = (
n⋃
i=1
V ∩Xi)∪{w<}.
As´ı tenemos que f<(U) es abierto en (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/<.
Por u´ltimo veamos que la suma topolo´gica de espacios A-espectrales es A-espectral.
Teorema 2.4. Si X1, X2, ..., Xn son espacios A-espectrales entonces X1
∐
...
∐
Xn es un espacio
A-espectral.
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Demostracio´n. Veamos que X1
∐
...
∐
Xn cumple las siguientes condiciones:
1) Es sobrio: Los cerrados irreducibles de X1
∐
...
∐
Xn son los cerrados irreducibles de cada Xi. Como
cada Xi es sobrio entonces todo cerrado irreducible no vac´ıo de X1
∐
...
∐
Xn es la aderencia de
un punto.
2) Es coherente: La base de abiertos compactos cerrada para intersecciones finitas de X1
∐
...
∐
Xn
es la unio´n de todas las bases de abiertos compactos de cada Xi.
3) Cumple la condicio´n (iii) del Teorema 2.1: Sea F un cerrado irreducuble de X1
∐
...
∐
Xn, luego
F es un cerrado irreducible de Xj para algu´n j ∈ {1, 2, ..., n}. Como Xj es A-espectral entonces
existe un subconjunto abierto O co-compacto e IQOC en Xj tal que O ⊆ Xj\F . Luego el abierto
co-compacto e IQOC de X1
∐
...
∐
Xn contenido en (X1
∐
...
∐
Xn)\F es O ∪X1 ∪ ... ∪Xj−1 ∪
Xj+1 ∪ ... ∪Xn.
Entonces por el Teorema 2.1 tenemos que X1
∐
...
∐
Xn es un espacio A-espectral.
Cuando X1, X2, ..., Xn son espacios A-espectrales, Xi∗ = S(Ai) donde Ai es un anillo com-
pacto, As´ı:
(X1
∐
...
∐
Xn)∗ ∼= (X1∗
∐
...
∐
Xn
∗)/<
∼= (S(A1)
∐
...
∐
S(An))/<
∼= S(A1 × ...×An)/<.
Como X1
∐
...
∐
Xn es un espacio A-espectral entonces (X1
∐
...
∐
Xn)∗ ∼= S(A) donde A es
un anillo compacto. De esta manera,
S(A1 × ...×An)/< ∼= S(A).
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2.3. Un espacio up-espectral que no es A-espectral
Puesto que los espacios A-espectrales presentados en la seccio´n anterior resultaron ser
up-espectrales, en esta seccio´n mostramos un ejemplo, construido en [13], de un espacio
up-espectral que no es A-espectral. Para e´sto, haremos uso de otra caracterizacio´n de
los espacios A-espectrales.
Definicio´n 2.3. Un espacio up-espectral es un espacio sobrio, coherente y no compacto.
Sean (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado y x ∈ X. La especializacio´n de x es
S(x) = {y ∈ X : y ≥ x}, la generalizacio´n de x es G(x) = {y ∈ X : y ≤ x}. Se tiene que la
coleccio´n B = {G(x) : x ∈ X} es una base de una topolog´ıa sobre X llamada la topolog´ıa
discreta de Alexandroff que se denota por A(≤).
Definicio´n 2.4. Sea U ⊆ X. U es un T-subconjunto si es cerrado, compacto y co-IQO en X.
Presentamos ahora otra caracterizacio´n de los espacios A-espectrales que se necesita para
la presentacio´n del ejemplo.
Teorema 2.5. (Tomado de [13]) Sea X un espacio topolo´gico. Las siguientes propiedades son equiv-
alentes:
1. X es un espacio A-espectral.
2. X satisface las siguientes propiedades
(i) X es up-espectral.
(ii) Para cada subconjunto cerrado C de X, existe un T-subconjunto D de X tal que C ⊆ D.
Presentamos ahora algunas propiedades de la topolog´ıa discreta de Alexandroff.
Lema 2.1. (Tomado de [13]) Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Se cumplen las sigu-
ientes propiedades:
1. Un subconjunto U de X es abierto (resp. cerrado) en (X,A(≤)) si y so´lo si U es cerrado bajo
generalizacio´n (resp. especializacio´n). Es decir G(x) ⊆ U , para cada x ∈ U (resp. S(x) ⊆ U ,
para cada x ∈ U).
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2. Para cada x ∈ X, la clausura de {x} en (X,A(≤)) es S(x).
3. {G(x) : x ∈ X} es una base de subconjuntos abiertos compactos de (X,A(≤)).
4. Un subconjunto C de X es compacto en (X,A(≤)) si y so´lo si existe una familia finita de
elementos x1, , x2, ..., xn de X tal que
C = G(x1) ∪G(x2) ∪ ... ∪G(xn).
5. (X,A(≤)) es sobrio si y so´lo si cada sucesio´n decreciente del conjunto ordenado (X,≤) es esta-
cionaria.
Ejemplo:
Para cada n ∈ N, consideremos el subconjunto Xn = {xn,i = (n, i) : i ∈ N} de R2; y el punto
α = (1/2, 1/2). Dotemos el conjunto X = (∪{Xn : n ∈ N})∪{α} con el orden ≤ definido por:
- Para cada n ∈ N, xn,i ≤ xn,j si y so´lo si i ≤ j
- Los elementos de Xn y Xm son incomparables, para n 6= m.
- α ≤ α y xn,0 ≤ α, para cada n ∈ N.
Visualizacio´n del conjunto ordenado (X,≤):
| | |
• • •
| | |
• • •
| | |
• • •
| | |•
x0,2
•
x1,2
•
xn,2
| |
α• |•
x0,1
•
x1,1
/ | \ •
xn,1
|||
| | / / | \ \ | |||•
x0,0
•
x1,0
• • • • • •
xn,0
• • •
(X,≤)
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Ahora se dota a X de la topolog´ıa discreta de Alexandroff (X,A(≤)) asociada con el orden
≤.
Veamos que (X,A(≤)) es un espacio up-espectral que no es A-espectral.
1. (X,A(≤)) es up-espectral:
Claramente, toda sucesio´n decreciente de (X,≤) es estacionaria, entonces por
el Lema 2.1 (5), (X,A(≤)) es sobrio.
La familia {G(x) : x ∈ X} es una base de conjuntos abiertos compactos que es
cerrada bajo intersecciones finitas.
2. (X,A(≤)) no es A-espectral:
Se tiene que el u´nico cerrado compacto no vac´ıo de X es {α}. Supongamos que
X es A-espectral, entonces por el Teorema 2.5, {α} es un T-subconjunto. Pero
{α} no es co-IQO ya que G(α) es un subconjunto abierto compacto de X, donde
G(α) ∩ (X \ {α}) = {xn,0 : n ∈ N} es un subespacio discreto infinito de X que no
es compacto en X. As´ı {α} no es un T-subconjunto de X y por el Teorema 2.5
concluimos que (X,A(≤)) no es A-espectral.
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Cap´ıtulo 3
Sobriedad Versus Compacidad en
Espacios de Stone
En este cap´ıtulo definimos el espectro de un ret´ıculo distributivo junto con algunas
propiedades elementales. A su vez, retomamos el concepto de espacio de Stone de [9],
estableciendo una relacio´n entre sobriedad y la existencia de mı´nimo en un ret´ıculo
distributivo. Por u´ltimo, trabajando en el contexto de categor´ıas, definimos una dua-
lidad en los espacios de Stone, mostrando que la nocio´n de sobriedad corresponde a
compacidad de un espacio topolo´gico asociado con el espacio original.
3.1. Ret´ıculos distributivos
Definimos ahora el espectro de un ret´ıculo distributivo y recordamos algunas propiedades
ba´sicas de dicho espectro.
Definicio´n 3.1. Un conjunto ordenado (L,≤) se llama ret´ıculo si todo par de elementos tiene extremo
superior y extremo inferior.
El extremo superior de {a, b} lo notaremos a∨ b y el extremo inferior a∧ b. Si la operacio´n
∨ es distributiva con respecto a la operacio´n ∧, diremos que el ret´ıculo es distributivo.
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Si el ret´ıculo tiene mı´nimo, e´ste se notara´ 0 y si tiene ma´ximo e´ste se notara´ 1. En lo que
sigue L denotara´ un ret´ıculo distributivo.
Definicio´n 3.2. Un anillo de conjuntos es un conjunto no vac´ıo R de subconjuntos de X tal que si
A,B ∈ R entonces A ∪B ∈ R y A ∩B ∈ R.
Claramente, un anillo de conjuntos R es un ret´ıculo y para cada elemento A,B ∈ R,
A ∨B = A ∪B y A ∧B = A ∩B. E´ste a su vez es un ret´ıculo distributivo.
Definicio´n 3.3. Un subconjunto no vac´ıo I de L se llama un ideal de L si es cerrado para extremos
superiores finitos y es absorbente para extremos inferiores. I es primo si es propio y a∧ b ∈ I implica
a ∈ I o´ b ∈ I.
La nocio´n dual de ideal en un ret´ıculo es la nocio´n de filtro.
Definicio´n 3.4. Un filtro en L es un subconjunto no vac´ıo e L que es cerrado para extremos inferiores
finitos y es absorbente para extremos superiores. Un filtro F es primo si es propio y a∨ b ∈ F implica
a ∈ F o´ b ∈ F .
Es claro adema´s que el complemento de un ideal primo es un filtro primo y viceversa.
Teorema 3.1. (Tomado de [9])[Teorema del Ideal Primo] Supongamos que I es un ideal en L, F es
un filtro en L e I ∩ F = ∅. Entonces existe un ideal primo J tal que I ⊆ J y J ∩ F = ∅.
Sea I = {I ⊆ L : I es un ideal primo de L}. Para cada a ∈ L definimos d(a) = {I ∈ I : a /∈ I}.
Entonces
1. d(a) ∪ d(b) = d(a ∨ b) para todo a, b ∈ L.
I ∈ d(a) ∪ d(b)⇔ I ∈ d(a) o I ∈ d(b)
⇔ a /∈ I o b /∈ I
⇔ a ∨ b /∈ I
⇔ I ∈ d(a ∨ b).
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2. d(a) ∩ d(b) = d(a ∧ b) para todo a, b ∈ L.
I ∈ d(a) ∩ d(b)⇔ I ∈ d(a) y I ∈ d(b)
⇔ a /∈ I y b /∈ I
⇔ a ∧ b /∈ I
⇔ I ∈ d(a ∧ b).
3. Si a ≤ b entonces d(a) ⊆ d(b).
Por las propiedades de d tenemos que el conjunto {∅} ∪ {d(a) : a ∈ L} es una base de una
topolog´ıa sobre el conjunto de los ideales primos de L. El espacio topolo´gico correspon-
diente lo notaremos s(L) y se llamara´ el espectro de L. Tenemos que d(L) = {d(a) : a ∈ L}
es un anillo de conjuntos. Y la asignacio´n a 7−→ d(a) es un isomorfismo entre L y d(L).
Concluimos que todo ret´ıculo distributivo es isomorfo a un anillo de conjuntos.
Proposicio´n 3.1. Si L1, L2 son subconjuntos no vac´ıos de L tales que
⋂{d(a) : a ∈
L1} ⊆
⋃{d(b) : b ∈ L2} entonces existen L′1 ⊆ L1 y L′2 ⊆ L2 finitos tales que ⋂{d(a) : a ∈ L′1} ⊆⋃{d(b) : b ∈ L′2}.
Demostracio´n. Sean [L1) y (L2] el filtro y el ideal generados por L1 y L2 respectivamente. Si [L1) ∩
(L2] = ∅ existe, por el Teorema del ideal primo, un ideal primo I tal que (L2] ⊆ I y [L1) ∩ I = ∅.
Tenemos que L2 ⊆ I y L1∩ I = ∅. Tenemos entonces la contradiccio´n I ∈
⋂{d(a) : a ∈ L1}−⋃{d(b) :
b ∈ L2}. Por lo tanto [L1) ∩ (L2] 6= ∅, luego existe un u ∈ [L1) ∩ (L2]. As´ı existen L′1 ⊆ L1 y L′2 ⊆ L2
finitos tales que
∧
L′1 ≤
∨
L′2, donde el isomorfismo a 7−→ d(a), implica
⋂{d(a) : a ∈ L′1} ⊆ ⋃{d(b) :
b ∈ L′2}.
Corolario 3.1. Si a ∈ L entonces d(a) es compacto.
3.2. Espacios de Stone
El objetivo de esta seccio´n es mostrar que en un espacio de Stone la nocio´n de sobriedad
es equivalente a que vac´ıo es fundamental, que no es otra cosa que la existencia de
mı´nimo en el ret´ıculo distributivo correspondiente. Tambie´n, veremos que la sobriedad
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y la compacidad son nociones duales. La teor´ıa sobre espacios de Stone se tomo´ de [9].
En lo que sigue, L denota un ret´ıculo distributivo no acotado.
Definicio´n 3.5. Un espacio de Stone es un espacio topolo´gico X que satisface las siguientes condi-
ciones:
(i) X es un espacio T0.
(ii) La coleccio´n de subconjuntos abiertos compactos de X es un anillo de conjuntos y una base para
X.(Equivalente a que X es un espacio coherente).
(iii) Si S y T son conjuntos no vac´ıos de abiertos compactos de X tales que ∩S ⊆ ∪T entonces
existen S1 ⊆ S y T1 ⊆ T , finitos, tales que ∩S1 ⊆ ∪T1.
Sea D la categor´ıa de los ret´ıculos distributivos, asociamos a cada L ∈ D un espacio de
Stone s(L) llamado el espectro primo de L, definido como el espacio topolo´gico cuyos
miembros son los ideales primos del ret´ıculo L con la topolog´ıa determinada por la base
B = {∅} ∪ {d(a) : a ∈ L} donde d(a) = {I ⊆ L : a /∈ I e I es un ideal primo de L}.
Teorema 3.2. Si L ∈ D entonces s(L) es un espacio de Stone y el conjunto de abiertos compactos
es exactamente B.
Demostracio´n. B = {∅} ∪ {d(a) : a ∈ L} es un anillo de conjuntos y sirve como base para el conjuto
de ideales primos de L.
(i) Sean I, J ∈ s(L) e I 6= J . Si a ∈ I − J entonces J ∈ d(a) e I /∈ d(a) por lo tanto s(L) es un
espacio T0.
(ii) Del Corolario 3.1 se tiene que los elementos de B son conjuntos abiertos compactos en s(L). Ma´s
au´n, cada conjunto abierto no vac´ıo tiene la forma A =
⋃
a∈L′ d(a), ∅ 6= L′ ⊆ L y tambie´n, si A
es compacto, entonces existe L′1 ⊆ L′ finito tal que A =
⋃
a∈L′1 d(a). Siendo A = d(
∨
L′1). E´sto
establece la validez de la condicio´n (ii).
(iii) Se deduce de la Proposicio´n 3.1.
Ahora procedemos a identificar los elementos de L ∈ D con los subconjuntos abiertos
compactos de s(L).
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Definicio´n 3.6. Sea X un espacio topolo´gico arbitrario. Un subconjunto no vac´ıo A ⊆ X es llamado
fundamental si A es abierto y compacto. El conjunto vac´ıo, es llamado fundamental si para cada
coleccio´n no vac´ıa S de subconjuntos abiertos compactos de X tal que ∩S = ∅ se tiene que existe
S1 ⊆ S finito tal que ∩S1 = ∅.
R(X) denota el conjunto de subconjuntos fundamentales de X.
Teorema 3.3. Si X es un espacio de Stone entonces R(X) es un anillo de conjuntos.
Demostracio´n. Sean A y B subconjuntos fundamentales en X. Claramente de la condicio´n (ii) de la
definicio´n 3.5 se tiene que, A ∪ B y A ∩ B 6= ∅ son fundamentales. Supongamos ahora A ∩ B = ∅,
A 6= ∅, B 6= ∅ y probemos que ∅ es fundamental. Supongamos que ∩S = ∅ donde S es una coleccio´n
no vac´ıa de subconjuntos abiertos compactos de X. Se tienen dos casos.
a)Si AS = ∅ para algu´n AS ∈ S entonces S1 = AS .
b) Si ∩S ⊆ A y ∩S ⊆ B entonces, por la condicio´n (iii) de la Definicio´n 3.5 tenemos que existen
S1, S2 ⊆ S finitos tales que ∩S1 ⊆ A y ∩S2 ⊆ B. Tambie´n ∩(S1 ∪ S2) ⊆ A ∩B = ∅. Por lo tanto ∅ es
fundamental.
Teorema 3.4. Para L ∈ D, los conjuntos fundamentales de s(L) son exactamente los conjuntos d(a),
a ∈ L.
Demostracio´n. Supongamos que A es fundamental. Si A 6= ∅ entonces por el Teorema 3.2 se tiene el
resultado. Ahora, suponemos que ∅ es fundamental. Luego I ∈ ⋂a∈L d(a) implica I = ∅ lo cual no
es posible ya que I es primo. Tenemos entonces que
⋂
a∈L d(a) = ∅. Como ∅ es fundamental, existe
un L1 ⊆ L finito tal que
⋂
a∈L1 d(a) = ∅, as´ı ∅ = d(
∧
L1). Rec´ıprocamente para cada a ∈ L, d(a) es
fundamental si e´ste no es vac´ıo. Supongamos que d(a) = ∅ para algu´n a ∈ L, probaremos que ∅ es
fundamental. Supongamos que existe una coleccio´n no vac´ıa S de subconjuntos abiertos compactos
tal que
⋂
S = ∅. Si As = ∅ para algu´n As ∈ S entonces S1 = As. Ahora asumamos que para cada
As ∈ S, As = d(as) para algu´n as ∈ L. Entonces por la Proposicio´n 3.1
⋂
As∈S
d(as) ⊆ d(a) implica que
existe S1 ⊆ S finito tal que
⋂
S1 =
⋂
As∈S1
d(as) ⊆ d(a). As´ı probamos que ∅ es fundamental.
Corolario 3.2. R(s(L)) ∼= L.
Demostracio´n. R(s(L)) = {d(a) : a ∈ L} ∼= L
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Corolario 3.3. Un ret´ıculo distributivo L tiene 0 si y so´lo si ∅ es fundamental en s(L).
Demostracio´n. Si L tiene 0, entonces ∅ = d(0) es fundamental. Rec´ıprocamente si ∅ es fundamental,
entonces ∅ = d(a) para algu´n a ∈ L. Como d(a) = ∅ ⊆ d(b) para todo b ∈ L. entonces a es el elemento
mı´nimo de L.
Proposicio´n 3.2. (Tomada de [9]) Sea L un ret´ıculo distributivo. L tiene uno si y so´lo si s(L) es
compacto.
Veamos que existe, salvo isomorfismos y homeomorfismos, una correspondencia uno a
uno entre los ret´ıculos distributivos y los espacios de Stone. La prueba del siguiente
teorema puede consultarse en [9].
Teorema 3.5. Para cada ret´ıculo distributivo L, tenemos que R(s(L)) es isomorfo a L y para cada
espacio de Stone X tenemos que s(R(X)) es homeomorfo a X.
Mostraremos a continuacio´n, co´mo se relaciona la nocio´n de sobriedad con la propiedad
de que vac´ıo es fundamental.
Proposicio´n 3.3. Si L tiene 0 entonces s(L) es sobrio.
Demostracio´n. Sea F un subconjunto cerrado irreducible de s(L) y sea I = ∩F . Como L tiene 0
entonces I es un ideal de L distinto de vac´ıo. Veamos ahora que I es un ideal primo de s(L). Sean
a, b ∈ L tales que a ∧ b ∈ I. Supongamos que a /∈ I, b /∈ I,
⇒ I ∈ d(a), I ∈ d(b)
⇒ I ∈ d(a) ∩ d(b)
⇒ I ∈ d(a ∧ b)
⇒ a ∧ b /∈ I.
Como e´sto es absurdo concluimos que I es primo.
F = {F} = {J ∈ s(L) : ∩F ⊆ J} = {J ∈ s(L) : I ⊆ J} = {I}
Por lo tanto s(L) es sobrio.
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Sea L̂ el ret´ıculo que se obtiene de adjuntar ma´ximo a L. s(L̂) = s(L) ∪ L, donde s(L̂)
resulta ser una compactacio´n por un punto de s(L), adjuntando so´lo el abierto s(L̂).
Proposicio´n 3.4. Si s(L) es sobrio entonces L tiene 0.
Demostracio´n. Si s(L) es sobrio entonces por la Proposicio´n 1.10 s(L̂) es sobrio ya que s(L̂) es una
compactacio´n por un punto de s(L). As´ı, tenemos que s(L̂) es espectral. Por lo tanto L̂ es un ret´ıculo
acotado. En particular L̂ tiene 0, de donde L tiene 0.
El resultado fundamental de esta seccio´n lo resumimos en el siguiente teorema.
Teorema 3.6. Sea L un ret´ıculo distributivo. Las siguietes propiedades son equivalentes:
i) ∅ es fundamental.
ii) L tiene 0.
iii) s(L) es sobrio.
Corolario 3.4. Sea X un espacio de Stone. X es sobrio si y so´lo si ∅ es fundamental.
Demostracio´n. X es homeomorfo a s(R(X)).
Si notamos L◦ al ret´ıculo que se obtiene de L invirtiendo el orden tenemos tambie´n el
siguiente corolario.
Corolario 3.5. s(L◦) es compacto si y so´lo si s(L) es sobrio.
Queda visto que en el contexto de los espacios de Stone, sobriedad y compacidad son
nociones duales.
3.3. Una dualidad en la categor´ıa de los espacios de Stone
En esta seccio´n precisaremos las ideas anteriores usando el lenguaje de categor´ıas. Ha-
ciendo uso de la dualidad existente en la categor´ıa de los ret´ıculos distributivos, definire-
mos una dualidad en la categor´ıa de los espacios de los espacios de Stone. Finalmente
re-enunciamos el Corolario 3.5 en te´rminos de esta dualidad.
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Sea D la categor´ıa de los ret´ıculos ditributivos, cuyos morfismos son los homomorfismos
propios: homomorfismos de ret´ıculos que env´ıan ideales primos en ideales primos por
imagen rec´ıproca y sea S la categor´ıa de los espacios de Stone, cuyos morfismos son
las funciones fuertemente continuas: funciones que env´ıan conjuntos fundamentales en
conjuntos fundamentales por imagen rec´ıproca. Definimos un funtor de D en S de la
siguiente manera:
D
s−→ S
L s(L)
M s(M)
?
h
6
s(h)
s(h) se define como:
s(h) : s(M) −→ s(L)
P −→ h−1(P ).
s resulta ser una co-equivalencia de categor´ıas, ya que existe el funtor R : S −→ D tal
que R(s(L)) ∼= L y s(R(X)) es homeomorfo a X.
Consideremos ahora el funtor opuesto o de la categor´ıa de los ret´ıculos distributivos en
la categor´ıa de los ret´ıculos distributivos.
D
o−→ D
L Lo
M Mo
?
h
?
ho=h
Veamos que ho es propia. Para e´sto, es suficiente probar que si P es un filtro primo de
M entonces P c es un ideal primo de M . Teniendo como base que si P es un ideal primo
se Mo entonces P es un filtro primo de M .
1) P c es un ideal:
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Como P es propio entonces P c 6= ∅. Sean x, y ∈ P c, si x∨ y /∈ P c entonces x∨ y ∈ P ,
como P es un filtro primo x ∈ P o y ∈ P , es decir x /∈ P c o y /∈ P c, contradiciendo
la hipo´tesis, por lo tanto x ∨ y ∈ P c.
Sean x ∈ P c y z ∈ M , si x ∧ z /∈ P c entonces x ∧ z ∈ P , como P es un filtro primo
x ∈ P contradiciendo la hipo´tesis. Por lo tanto x ∧ z ∈ P c.
2) P c es primo:
Sean x, y ∈ P c tal que x ∧ y ∈ P c y supongamos que x /∈ P c y y /∈ P c entonces x ∈ P y
y ∈ P , as´ı se tiene que x ∧ y ∈ P que es una contradiccio´n. Por lo tanto x ∈ P c o
y ∈ P c.
Proposicio´n 3.5. Sean L,M ret´ıculos distributivos y sean Lo,Mo los ret´ıculos duales. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
(1) h : L −→Mo es un homomorfismo.
(2) h : Lo −→M es un homomorfismo.
Demostracio´n. Basta probar (1)⇒ (2)
h(x∨oy) = h(x ∧ y)
= h(x)∧oh(y)
= h(x) ∨ h(y).
h(x∧oy) = h(x ∨ y)
= h(x)∨oh(y)
= h(x) ∧ h(y).
Corolario 3.6. [Lo,M ] ∼= [L,Mo].
Teorema 3.7. Sea D la categor´ıa de los ret´ıculos ditributivos.
(1) o : D −→ D es adjunto a izquierda de s´ı mismo.
(2) o : D −→ D es un isomorfismo involutivo de categor´ıas.
47
Definicio´n 3.7. Sean D la categor´ıa de los ret´ıculos distributivos y S la categor´ıa de los espacios de
Stone. Definimos o : S −→ S como o = s ◦ o ◦ R. Es decir o es el funtor de S −→ S que hace el
siguiente diagrama conmutativo.
D D
S S.
-o
?
s
-
o
6
R
Como o : D −→ D es un isomorfismo involutivo y R y s son co-equivalencias, concluimos
que o : S −→ S es una equivalencia, tal que o ◦ o ∼= 1S. Como consecuencia obetenemos el
siguiente teorema.
Teorema 3.8. Sean S la categor´ıa de los espacios de Stone y o : S −→ S. o es adjunto a izquierda
de s´ı mismo.
Corolario 3.7. o respeta l´ımites y co-l´ımites. En particular o respeta productos y co-productos.
Utilizando el funtor o : S −→ S podemos re-escribir el corolario 3.5 de la siguiente
manera.
Teorema 3.9. Sea X un espacio de Stone.
1) X es compacto si y so´lo si Xo es sobrio.
2) X es sobrio si y so´lo si Xo es compacto.
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